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CAPITULO

Representacion grafica de distancias ji-cuadrado

En el capitulo 3 interpretamos las posiciones de los perfiles bidimensionales en un
sistema de coordenadas triangular mediante distancias euclideas. En el capitulo 4
definimos la distancia ji-cuadrado (distancia y*) entre perfiles. Vimos la relacion
existente entre la distancia y?, el estadistico ji-cuadrado y la inercia de una matriz
de datos. La distancia x* es una distancia euclidea ponderada, en la que pondera-
mos los cuadrados de las diferencias entre coordenadas, con el inverso del corres-
pondiente elemento del perfil medio. Hasta ahora, no hemos visualizado realmen-
te las distancias y* entre perfiles. S6lo lo hemos hecho en la imagen 4.2, en la que
los elementos del perfil medio eran iguales y, por tanto, en este caso particular, las
distancias x° también eran distancias euclideas. En este capitulo veremos cémo con
una simple transformacion del espacio de perfiles, las distancias que observamos
en nuestras representaciones graficas son distancias x>
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En la imagen 5.1 hemos representado graficamente los perfiles fila de la imagen
3.1 en unos ejes de coordenadas perpendiculares, en el espacio fisico tridimen-
sional habitual. Aqui las distancias entre perfiles no son distancias y°, son
distancias euclideas (sin ponderar) [férmula (4.5)]. En este tipo de espacio,
calculamos las distancias entre dos perfiles con elementos x; e y,, respectivamente
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Imagen 5.1:

Espacio de perfiles, que
muestra los perfiles de los
niveles de educacion en un
triangulo equildtero en un
espacio tridimensional; las
distancias son euclideas
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(donde j=1, ..., J), sumando los cuadrados de las diferencias de las coordenadas
(x,— )% en todas las dimensiones j y calculando finalmente la raiz cuadrada de
la suma resultante. Esta es la manera como usualmente calculamos las distancias
«directamente» en el espacio fisico con el que estamos familiarizados. Como he-
mos visto, el calculo de la distancia y* es distinto, ya que dividimos cada diferen-
cia al cuadrado por el correspondiente elemento del perfil medio. Es decir, cada
término es igual a (x]. - yj)2/cj, donde ¢ es el correspondiente elemento del perfil
medio. Dado que solamente podemos interpretar y comparar distancias en nues-
tro espacio fisico habitual, seria deseable algtin tipo de modificacion del mapa
que hiciera que las distancias «directas» habituales se conviertieran en distancias
x°. Afortunadamente, como veremos a continuacion, esto es posible mediante

transformaciones simples de los perfiles.

En el cilculo de la distancia x*, podemos reescribir cada término de la forma
) s . L.
(x,—)"/c, como (x]/\/c_j— b /\/c—j) . Esta forma equivalente de expresar el término
general en el calculo de la distancia es formalmente idéntica a la de la distancia
euclidea usual; es decir, como una diferencia al cuadrado. El iinico cambio es que
ahora las coordenadas no son los valores originales x, € 3, sino que las hemos
transformado en xj/\/c—j e yi/\/?j. Ello sugiere que, en vez de utilizar como coor-
denadas los elementos originales de los perfiles, podriamos utilizar estos elemen-
tos divididos por las raices cuadradas de los correspondientes elementos del per-
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C3 Imagen 5.2:
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fil medio. En tal caso, la distancia euclidea habitual entre estas coordenadas trans-
formadas seria la distancia x* que buscamos.

Los valores ¢, son los elementos del perfil medio, por tanto, todos son menores  Efecto préctico de la
que 1. En consecuencia, la transformaciéon consistente en dividir los elementos transformacion
del perfil por \/5 comportara un incremento del valor de todas las coordenadas.

De todas maneras, unas aumentaran mas que las otras. Si un determinado ¢ es
relativamente pequeno en comparacion con los otros (es decir, la frecuencia de

la -ésima categoria de la columna es relativamente pequena), entonces las corres-

pondientes coordenadas X, /\/Ei ey, /\/?/‘ aumentaran de forma relativamente gran-

de. A la inversa, una ¢, grande, correspondiente a una categoria mas frecuente,

comportara un incremento relativamente menor de las coordenadas transforma-

das. Por tanto, la transformaciéon aumenta los valores de las categorias con fre-

cuencias bajas, relativamente mas que los de las categorias con frecuencias altas.

En el espacio sin transformar de la imagen 5.1, los vértices se hallan a una unidad
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Imagen 5.3:

Espacio triangular de
perfiles del espacio
extendido de la imagen 5.2
situado en un «plano»
(comparemos con la
imagen 3.2). Fl tridngulo se
ha estirado més en la
direccion de C1, la
categoria menos frecuente
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fisica del origen (es decir, del punto cero) de los tres ejes de coordenadas. El pri-
mer vértice, de coordenadas [1 0 0], se convertird en la posicion [1/\/6—1 00]; es
decir, su posicion en el primer eje se estira hasta llegar al valor 1/,/0,183 = 2,34.
De forma similar, el segundo y el tercer vértice se estiran hasta los valores
1/\/0_2 = 1/\/0,4—13 =156y l/\/?3 = l/\/mz 1,57, respectivamente. En la imagen
5.2 mostramos estos valores junto a los vértices de los correspondientes ejes. Los
perfiles transformados ocupan nuevas posiciones en el espacio, pero siguen den-
tro del triangulo definido por los vértices transformados. Fijémonos en que el es-
tiramiento es mayor en la direccion de CI, la categoria con menor frecuencia

marginal.

Geométricamente, podriamos ver la situaciéon anterior de otra manera. En los
tres ejes de los sistemas de coordenadas sin transformar de las imagenes 2.4y 5.1,
las marcas que indican las escalas (por ejemplo, los valores 0,1; 0,2; 0,3; etc.) se
hallan separadas a intervalos iguales; sin embargo, como indica la imagen 5.2, la
transformacion provoca una extension de los tres vértices. Aunque después de
la transformacion las escalas en los tres ejes son distintas, podriamos seguir con-
siderando los tres vértices como si fueran perfiles unitarios, es decir, a una uni-
dad del origen. En el ¢je CI, un intervalo de 0,1 entre dos marcas seria una lon-
gitud fisica de 0,234, mientras que, en los ejes C2 y C3, estos intervalos serian de
0,156 y de 0,157, respectivamente. Por tanto, el intervalo unidad en el eje CI

seria aproximadamente un 50% mads largo que el mismo intervalo en los otros
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dos ejes. A pesar de ello, seguiriamos utilizando los valores originales de los per-
files para situarlos en el espacio tridimensional. En definitiva, sea cual sea la ma-
nera como veamos la transformacion —ya sea como una transformacion de los
valores de los perfiles, o como un estiramiento y una recalibracion de los ejes—,
el resultado es el mismo: ahora situamos los perfiles en el espacio triangular es-
tirado que mostramos en la imagen 5.2. En la imagen 5.3 hemos representado
graficamente el triangulo extendido en un plano. Queda claro que el vértice CI,
correspondiente a la categoria mas rara de lectores rgpidos, la categoria que mads
se ha estirado.

Ahora que en el espacio transformado las distancias son distancias y*, podemos
trazar lineas de union entre los perfiles y su media para mostrar, asi, las distancias
x* entre los perfiles y su media (imagen 5.4). Por la férmula (4.7), sabemos que
la suma de las distancias de las filas a su media, ponderadas con sus respectivas
masas, es igual a la inercia total de la tabla. Si en vez de ponderar con las masas,
ponderamos con las frecuencias totales de las filas (la frecuencia total de una fila
es nveces la masa de la fila, siendo n la suma total de la tabla), entonces la suma
ponderada de los cuadrados de estas distancias es igual al estadistico x°. Obtene-
mos resultados equivalentes con los perfiles columna y el perfil columna medio.
Por tanto, geométricamente, podemos interpretar la inercia y el estadistico x*
como medidas del grado de dispersion de los perfiles (de las filas o de las colum-

nas) con relacion a su media.
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Espacio de perfiles
«extendido» que muestra
las distancias y* de los
perfiles a su centroide; la
inercia s la media
ponderada de la suma de
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distancias y el estadistico
xS la inercia multiplicada
por el tamafio de la muestra
(en este gjemplo,n = 312)
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Para explicar este principio consideremos otra vez la imagen 3.1. Supongamos
que podemos distinguir dos tipos de lectores minuciosos, los que se fijan mas en
la informaci6n politica y los que se fijan mas en la informacion cultural y depor-
tiva. Simbolizaremos estas dos categorias por C2a y C2b, respectivamente. Supon-
gamos, ademas, que en estas dos nuevas columnas, las frecuencias relativas de los
niveles de educacién son las mismas. Es decir, que no hay diferencias entre
ambas subdivisiones del grupo de lectores minuciosos por lo que respecta a su
educacion. En el capitulo 3 dijimos que este tipo de columnas eran distribucio-
nalmente equivalentes, en tanto que tienen los mismos perfiles. La subdivision de
la columna C2 en C2a y C2b no aporta nueva informacion sobre las diferencias
entre los niveles de educacion. Por tanto, cualquier analisis de estos datos debe-
ria dar los mismos resultados, tanto si subdividimos C2, como si lo dejamos como
una sola categoria. Decimos que un analisis que satisface esta propiedad cumple
el principio de equivalencia distribucional. Si hubiéramos utilizado las distancias
euclideas habituales para medir las distancias entre los perfiles de los niveles de
educacion, no se cumpliria este principio ya que si hubiéramos hecho la mencio-
nada subdivision, hubiésemos obtenido resultados distintos. En cambio, la dis-
tancia y* cumple siempre este principio, no se ve afectada por este tipo de sub-
divisiones de las categorias de la matriz de datos. Es decir, si unimos dos colum-
nas distribucionalmente equivalentes, no cambian las distancias x* entre las filas.
En la practica, esto significa que podemos unir columnas con perfiles similares
sin que la geometria de las filas se vea afectada, y viceversa. El hecho de que en
este tipo de andlisis la introduccion de arbitrariedades técnicas que modifiquen
el nimero de categorias no afecte al resultado, y que éste s6lo se vea modifica-
do si introducimos modificaciones sustanciales, da ciertas garantias a los investi-
gadores.

Ya conocemos como organizar una representacion grafica para visualizar las
distancias y°, pero ¢por qué tenemos que visualizar las distancias y*? ;Por qué no
utilizamos directamente distancias euclideas? Podemos justificar la utilizaciéon de
las distancias y* de muchas maneras, unas mas técnicas que otras. Existen razones
mas profundas que van mas alla de las derivadas de la visualizacion del estadisti-
co x° que acabamos de presentar. Una de ellas se basa en la constatacion de que
existen diferencias importantes en las varianzas de los valores de las frecuencias
de las distintas categorias. Asi, por ejemplo, en la imagen 3.1 podemos ver el re-
corrido de los valores de los perfiles de la columna CI (de 0,115 a 0,357), una co-
lumna con frecuencias pequenas, que es menor que el de la columna C3 (de
0,143 a 0,615), una columna con frecuencias mayores. Esta observacion ilustra
una regla general sobre los datos de frecuencias: los conjuntos de frecuencias pe-
quenas presentan menor dispersion que los conjuntos de frecuencias grandes. Lo
podemos ver calculando las contribuciones de las categorias de la imagen 3.1 a
los cuadrados de las distancias euclideas y x°, distancias entre los perfiles de los
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Euclidea x

Fiia CI c2 C3 CI c2 Cc3

El 28,7 7,1 64,2 47,1 5,1 47,7
E2 2,1 38,7 59,1 4,7 37,2 58,1
E3 13,2 66,4 20,4 25,5 56,7 17,8
E4 37,1 2,8 60,1 56,6 1,9 41,5
E5 6,5 29,7 63,9 13,3 27,1 59,6
Global 17,0 21,8 61,2 31,3 17,7 51,0

niveles de educacion y su centroide (perfil medio). Por ejemplo, el cuadrado de la
distancia euclidea entre el perfil del quinto nivel de educacion E5 y el centroide es:

(Distancia euclidea)® = (0,115 -0,183)* + (0,269 — 0,413)* + (0,615 — 0,404)*
=0,00453 +0,02080 + 0,04475
=0,07008

mientras que el cuadrado de la distancia y* es:

_(0,115-0,183)°  (0,269—-0,418)"  (0,615—0,404)°

Di . 22 _
(Distancia ) 0,183 0.413 0,404
- 0,02480 +0,05031 +0,11081
~0,18592

[véanse ecuaciones (4.5) y (4.6)]. Cada una de estas distancias al cuadrado es
la suma de tres valores correspondientes a las tres categorias de las columnas.
Para valorar la contribucién de cada tipo de lector, podemos expresar estos
tres valores como porcentajes respecto de la distancia total. Por ejemplo, la
contribucion de la categoria CI, al cuadrado de la distancia euclidea es de
0,00453 sobre un total de 0,07008, es decir el 6,5%; mientras que la contribu-
cién de CI al cuadrado de la distancia y* es de 0,02480 sobre un total de
0,18592, es decir el 13,3% (fila E5 de la imagen 5.5). En la imagen 5.5 mostra-
mos las contribuciones de todos los términos, asi como la contribucién global
de cada categoria, calculada considerando conjuntamente todos los términos
de la misma (ultima fila de la imagen 5.5). Asi, vemos que la contribucién glo-
bal de la categoria CI ala distancia euclidea es del 17,0%, mientras que la con-
tribucién global de esta categoria a la distancia x* es del 31,3%. Este ejercicio
ilustra el fenémeno general de que CI, la categoria con frecuencias mas
pequenas, contribuye menos a la distancia euclidea que, por ejemplo, C3. Sin
embargo, la contribucién de CI a la distancia x* se ve incrementada gracias a
la division por las frecuencias medias.
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Porcentajes de contribucion
de las categorias de las
columnas a los cuadrados
de las distancias euclidea y
2 de los perfiles fila a su
centroide (datos de la
imagen 3.1)
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Como vimos en el capitulo 4, la distancia x° es un ejemplo de distancia euclidea
ponderada, su definicién general es la siguiente:

Distancia euclidea ponderada =

(5.1)

donde w; son los valores positivos de los pesos y x;, con j=1, ..., pe y,conj=1,.., p
son dos puntos en un espacio p-dimensional. En el analisis de componentes prin-
cipales (ACP), un método muy relacionado con el AC, las p dimensiones vienen
definidas por variables continuas, a menudo en diferentes escalas de medida.
En el ACP eliminamos el efecto de la escala sobre la varianza dividiendo los datos
por las desviaciones estandar 5; de las respectivas variables. De esta manera,
reemplazamos las observaciones x, e y, de la variable j por x, /s, € y, /5. Podemos
ver esta operacion como la utilizacién de una distancia euclidea ponderada con
pesos w, = l/sj?, los inversos de las varianzas. En la definicién de la distancia y” en-
tre perfiles, los pesos son iguales a w,= l/c]., es decir, son iguales a los inversos de
los elementos del perfil medio.

A pesar de que en el AC los perfiles se hallan en la misma escala de frecuencias re-
lativas, seguimos teniendo la necesidad de compensar las diferencias entre varian-
zas, situacion similar a la del ACP. En la distribucion de Poisson, una de la distibucio-
nes estadisticas estandar para recuentos, es inherente el hecho de que los conjuntos
de frecuencias con medias mas elevadas tienen varianzas mayores que los conjun-
tos de frecuencias con medias menores. Precisamente, una caracteristica de la dis-
tribucién de Poisson es que la varianza es igual a su media. En nuestro contexto, po-
demos interpretar la transformacién de las frecuencias —consistente en dividir por
la raiz cuadrada de la frecuencia esperada (media)— como una estandarizacion de
los datos, ya que la raiz cuadrada de la frecuencia media es un equivalente a la des-
viacion tipica. De todas formas, existen otros procedimientos de estandarizacion.
Pero, ¢por qué la distancia x* es tan especial? Aparte de cumplir el principio de
equivalencia distribucional y de hacer que el analisis de filas y el de columnas sean
simétricos, otra ventaja de la utilizacion de la distancia x* hay que buscarla en las
propiedades de la distribucion multinomial, una distribucién estadistica multivarian-
te para recuentos. En el apéndice tedrico (A) vemos este tema con mas profundidad.

1. Podemos visualizar las distancias x° entre perfiles, en el espacio fisico habitual
(euclideo) transformando los perfiles antes de representarlos graficamente.
Esta transformacion consiste en dividir cada elemento del perfil por la raiz
cuadrada del correspondiente elemento del perfil medio.

2. Otra posibilidad para visualizar las distancias y* entre perfiles consiste, en vez
de transformar los elementos del perfil antes de representarlos, en estirar los
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ejes de manera que, en cada eje, la unidad tenga una longitud inversamen-
te proporcional a la raiz cuadrada del correspondiente elemento del perfil
medio.

. La distancia x* es un caso especial de distancia euclidea ponderada en la que
los pesos son los inversos de los correspondientes elementos del perfil medio.

Cuando representamos graficamente los perfiles fila, podemos ver el redimen-
sionamiento de las coordenadas (o la extensién de los ejes) como una estan-
darizacion de las columnas de la tabla, que hace que las comparaciones entre
los perfiles fila sean mas equitativas.

. Las distancias y* cumplen el principio de equivalencia distribucional, que garanti-
za la estabilidad de las distancias entre las filas, cuando dividimos las columnas
en componentes similares, o cuando unimos columnas similares.
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